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Resumen
Con el fin de predecir la distribucio´n de temperatura en el interior de un tumor superficial
sometido a un tratamiento por hipertermia, se estudia un modelo en ecuaciones diferenciales
parciales que caracteriza los procesos de transferencia de calor en el tejido, incluyendo el
ca´lculo de la distribucio´n de la luz absorbida, la distribucio´n espacio-temporal de la tem-
peratura resultante, el volumen de tejido efectivamente tratado y el grado de dan˜o te´rmico
alcanzado. Para esto, se formula un problema de valor en la frontera que modela la dis-
tribucio´n de la temperatura en el tiempo para un tumor tratado con calor y se soluciona
nume´ricamente mediante el me´todo de l´ıneas. Adicionalmente, se investiga el efecto de algu-
nos para´metros f´ısicos y se encuentran los valores que conducen a soluciones que maximizan
el efecto terape´utico y a la vez minimizan el dan˜o causado al tejido sano. Los resultados
de este trabajo y sus conclusiones son de utilidad en la parte cl´ınica del procedimiento en
cuanto al monitoreo del tratamiento y la escogencia de para´metros que minimicen los efectos
secundarios no deseados.
Palabras clave: hipertermia, aproximacio´n por difusio´n, ecuacio´n de Pennes, modelo
de Arrhenius.
Abstract
In order to predict the temperature distribution within a superficial tumour that is being
treated with hyperthermia, we study a partial differential equations based model that cha-
racterize the heat transfer processes in the tissue, including the distribution of the absorbed
light, the spatial and temporal distribution of the temperature, the volume of tissue effecti-
vely treated and the degree of thermal damage reached. For this, a boundary value problem
that models the temperature distribution for a tumour treated with heat is formulated and
numerically solved using the method of lines. In addition, the effect of some physical para-
meters is investigated and a set of these values, which lead to solutions that maximize the
therapeutic effect while minimizing damage to healthy tissues, is founded. The results of this
study and its findings are useful in the clinical part of the proceedings with regard to the
monitoring of treatment and the choice of parameters that minimize unwanted side effects.
Keywords: hyperthermia, diffusion approximation, Pennes equation, Arrhenius model.
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1. Introduccio´n
En la actualidad, el ca´ncer es una de las principales causas de mortalidad y el nu´mero
total de casos esta´ aumentando en todo el mundo. Segu´n la Organizacio´n Mundial de la
Salud, se preve´ que a nivel mundial, la mortalidad por ca´ncer aumentara´ un 45 % entre
2007 y 2030 (pasara´ de 7,9 millones a 11,5 millones de defunciones), debido en parte al
crecimiento demogra´fico y al envejecimiento de la poblacio´n. Esta enfermedad, que puede
ser iniciada tanto por agentes externos como por factores gene´ticos heredados, comienza con
una modificacio´n en una sola ce´lula y en la mayor´ıa de los casos evoluciona hacia la formacio´n
de tejidos cancerosos o tumores. Debido a que el crecimiento de dichos tejidos puede invadir
el tejido circundante y puede provocar meta´stasis en puntos distantes del organismo, se han
desarrollado diversos tratamientos que apuntan a eliminar dichas formaciones tumorales.
Los tipos de tratamiento ma´s comunes y aceptados por la medicina convencional son usados
en combinacio´n, ya sea simulta´neamente o secuencialmente con el fin de contrarrestar las
dificultades que se presentan cuando se aplican por separado. Entre ellos esta´ la quimiote-
rapia, en la que se utilizan drogas que por lo general tienen un grado de especificidad muy
bajo; la cirug´ıa, que solo se recomienda en casos excepcionales de tumores aislados y desli-
gados del tejido sano; y la radioterapia, que presenta el problema de recurrencia del ca´ncer
en sitios que han sido irradiados con dosis tumorisidas [3]. Debido a la necesidad de aplicar
dosis de radioterapia y/o quimioterapia cuyas restricciones en la dosis total no limiten la
eficacia del tratamiento escogido, estos se complementan con procedimientos que consisten
en la induccio´n de calor sobre el tejido canceroso.
Hipertermia en el tratamiento oncolo´gico
En la cirug´ıa moderna, una multitud de te´cnicas de calentamiento esta´n basadas en un
procedimiento conocido como hipertermia; tratamiento en el que el tumor es calentado por
radiacio´n aplicada desde el exterior o el interior del cuerpo. Es comu´n en la pra´ctica me´dica
usar me´todos de calentamiento ae´reos en los cuales se utilizan aplicadores de radiacio´n
electromagne´tica que son ubicados a cierta distancia del tumor desde el exterior del cuerpo
(Figura 1-1). El calor es aplicado por un periodo de aproximadamente 30 minutos, lo cual
se repite varias veces a la semana. En combinacio´n con terapias de radiacio´n ionizante, el
tratamiento de calentamiento local ha sido aplicado desde hace varias de´cadas para tratar
ca´ncer de mama, meta´stasis nodales en cabeza y cuello, as´ı como melanomas superficiales
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Figura 1-1.: Esquema del tratamiento por hipertermia para un tumor superficial.
La hipertermia, que consiste en llevar el tejido canceroso hasta temperaturas entre 41 y 47◦C,
actu´a de diferentes maneras sobre el tejido para producir un efecto terape´utico. Por un lado, el
aumento en la temperatura contribuye a disminuir o interrumpir parcialmente el crecimiento
del tumor al potenciar el efecto de otros tratamientos [9][12]. Debido a que el calor sensibiliza
el tejido a ciertas drogas e inhibe la reparacio´n de las lesiones ocasionadas por la radiacio´n
ionizante, la hipertermia ofrece la posibilidad de transformar dosis de quimioterapia y/o
radiacio´n no tumorisidas en dosis tumorisidas [3].
Adema´s de sensibilizar el tejido canceroso, la hipertermia puede causar la muerte celular
indirecta debida a la destruccio´n de la microvasculatura del tumor. Una vascularizacio´n
insuficiente dentro del tejido es capaz de generar un efecto citoto´xico celular que se produce
durante el tratamiento a causa de una combinacio´n de diversos efectos microambientales.
Entre ellos, la hipoxia, la disminucio´n del pH y la reduccio´n de nutrientes, hacen a los
tejidos cancerosos ma´s sensibles al calor que los tejidos normales.
Por otra parte, el tratamiento de tumores mediante la induccio´n de hipertermia se puede
lograr sin riesgo gracias a la respuesta fisiolo´gica del organismo a la aplicacio´n del calor; en
los tejidos circundantes los vasos sangu´ıneos se dilatan localmente permitiendo que el calor se
disipe, mientras que el interior del tumor es ma´s fa´cilmente calentado hasta la temperatura
deseada que las regiones externas. Esto se debe a que la densidad de vasos y capilares en
la periferia del tumor es mayor que en su interior, asegurando que los tejidos circundantes
puedan mantenerse a una temperatura corporal normal durante el tratamiento.
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Fundamentos biof´ısicos de la hipertermia
En el tratamiento del ca´ncer por hipertermia se aumenta la temperatura de la zona tratada
para producur un efecto terape´utico dentro de un intervalo de temperaturas que va desde 41
hasta 47 oC [21]. En general, durante el proceso se reconocen tres mecanismos f´ısicos distintos
que contribuyen al resultado: la interaccio´n entre la luz la´ser y el tejido, la transferencia de
calor dentro del tejido, y el dan˜o te´rmico causado por la desnaturalizacio´n de las prote´ınas.
Interaccio´n Luz-Tejido
Las te´cnicas de irradiacio´n de tejidos biolo´gicos mediante fuentes de luz laser han sido am-
pliamente usadas en la aplicacio´n de ciertos tratamientos me´dicos. En el procedimiento por
hipertermia para el tratamiento oncolo´gico, con frecuencia se utiliza la luz laser como fuente
de induccio´n de calor debido a que e´sta constituye una forma de radiacio´n electromagne´tica
que comparada con otras fuentes, tiene una mayor intensidad, coherencia, monocromatici-
dad, y la posibilidad de aplicarse en modo de onda continua [18][13].
En el tejido, la luz puede ser considerada como una corriente de fotones, cada uno con una
cantidad discreta de energ´ıa. As´ı, la propagacio´n de la luz dentro del tejido usualmente se
describe considerando el balance de energ´ıa de los fotones absorbidos y emitidos que entran y
salen de un elemento de volumen infinitesimal en el medio. Siguiendo la teor´ıa de transporte,
los fotones se mueven en todas las direcciones interactuando con el tejido principalmente a
trave´s de la absorcio´n y la dispersio´n. Durante esta interaccio´n, la absorcio´n de la luz no
solo interrumpe su propagacio´n, sino que tambie´n genera un aumento en la temperatura
del tumor debido a que la mayor parte de la luz absorbida por el tejido se transforma en
calor. Esta interaccio´n te´rmica, en la cual se fundamenta el procedimiento por hipertermia
inducida por radiacio´n, es el efecto principal de la luz sobre el tejido cuando la irradiancia
var´ıa entre 1 - 103 W/cm2, y el tiempo de exposicio´n es del orden de minutos [5]. Dependiendo
de la duracio´n de la exposicio´n a la radiacio´n y la temperatura alcanzada por el tejido, los
efectos var´ıan entre coagulacio´n, vaporizacio´n, carbonizacio´n y fusio´n, siendo la temperatura
el para´metro que gobierna todas estas interacciones te´rmicas.
Una representacio´n exacta de co´mo se propaga la luz en el tumor requiere de un modelo que
caracterice la distribucio´n espacial y el taman˜o de la distribucio´n sobre las estructuras del
tejido, sus propiedades de absorcio´n y sus ı´ndices de refraccio´n. Sin embargo, debido a la
dificultad de medir estas propiedades en los tejidos reales, normalmente se hacen un gran
nu´mero de suposiciones y simplificaciones. Para este problema, en el cual la hipertermia es
inducida por una corriente de luz laser aplicada en direccio´n normal a la superficie, solo
una pequen˜a fraccio´n de la luz es reflejada y se asume que la totalidad de la luz emitida
se atenu´a en el tejido por absorcio´n y dispersio´n [18]. Durante la propagacio´n, el exceso
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temperatura local dentro del tumor.
Transferencia de calor dentro del tejido
En cuanto a la distribucio´n de la temperatura, entre los mecanismos principales por los
cuales se da el flujo de calor dentro del tejido tratado esta´n la transferencia de calor por
conduccio´n, en la cual el flujo se da por un gradiente de temperatura, y la transferencia
de calor por conveccio´n, en la que el flujo de la energ´ıa te´rmica esta´ determinado por la
perfusio´n sangu´ınea. Por lo tanto, un feno´meno que tambie´n se considera en el problema es el
efecto de los pequen˜os vasos sangu´ıneos (capilares) que son responsables del flujo sangu´ıneo.
En consecuencia, el transporte de calor durante el tratamiento esta´ caracterizado por las
propiedades te´rmicas del tejido; entre ellas, la capacidad que tienen tanto el tejido como
la sangre circulante de almacenar calor (capacidad calor´ıfica), de conducirlo (conductividad
te´rmica) y la densidad que los caracteriza.
Dan˜o te´rmico del tejido
La disipacio´n de calor debida a la conduccio´n es considerada como el principal determinante
del dan˜o celular. En particular, el dan˜o te´rmico, producido por el aumento en la temperatura
de un tejido tratado con calor, normalmente se describe mediante ecuaciones termoqu´ımicas
en las que la historia de la temperatura determina el dan˜o. Bajo esta descripcio´n, el dan˜o
es considerado como un proceso unimolecular en el que las mole´culas nativas cambian de
un estado activo a un estado inactivo irreversible, pasando a trave´s de un estado activo
intermedio mediado por el cambio de temperatura. Se ha encontrado que dentro de un rango
de temperatura entre 43 y 47oC, este estado de inactivacio´n de las mole´culas, que ocasiona la
muerte celular, requiere de una energ´ıa de activacio´n que esta´ dentro del rango observado para
la denaturacio´n de las prote´ınas [16][11]. En consecuencia, se plantea que la muerte celular
ocasionada por la induccio´n de calor terape´utico en el tratamiento de tumores, esta´ dirigida
principalmente por la desnaturalizacio´n de las prote´ınas.
Estado del arte de la modelacion´ de terapias te´rmicas
Durante el monitoreo del tratamiento se hace necesario conocer completamente la distribu-
cio´n de la temperatura dentro del tejido. Para lograrlo, por lo comu´n se realizan mediciones
que involucran me´todos invasivos mediante sondas termosensibles que se implantan dentro
del tumor para registrar su temperatura interna [2]. Aunque este me´todo permite obtener
varias temperaturas a lo largo de la longitud del cate´ter (radio del tumor), solamente pueden
proporcionar informacio´n acerca de la temperatura del tejido en puntos discretos. Adema´s el
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nu´mero de sondas que pueden ser implantadas esta´ restringido por la tolerancia del paciente
y por aspectos pra´cticos, lo cual limita el conocimiento de la temperatura exacta del tejido.
Con el fin de hacer predicciones de temperatura y mediciones de para´metros que comple-
menten las mediciones que se realizan mediante sondas, se han desarrollado herramientas
computacionales que se basan en la modelacio´n de problemas de transferencia de calor para
cuerpos biolo´gicos en 3D, mediante sistemas de ecuaciones que describen el intercambio de
calor entre un organismo y una fuente [15][1][24]. Otros trabajos, que buscan cuantificar
la distribucio´n de temperatura dentro de un tumor sujeto al tratamiento por hipertermia
[13], describen la evolucio´n de la temperatura del tejido en el tiempo mediante la ecuacio´n
cla´sica de biocalor, la cual es comu´nmente resuelta mediante el me´todo de elementos finitos
[14][25][20].
Estudios previos sobre las propiedades f´ısicas de tejidos espec´ıficos han sen˜alado que tanto
el coeficiente de absorcio´n como la tasa de perfusio´n sangu´ınea afectan considerablemente
la distribucio´n de temperatura [14]. Sin embargo, en los u´ltimos an˜os no se han realizado
estudios teo´ricos o experimentales que permitan conocer au´n ma´s sus efectos, ni tampoco su
relacio´n con otros para´metros cuyos valores tambie´n pudieran jugar un papel importante en
la optimizacio´n el tratamiento.
Debido a la necesidad de estudiar la evolucio´n de la distribucio´n de temperatura en un tumor
que esta´ siendo sometido un tratamiento de hipertermia, el objetivo de este trabajo es pro-
poner y solucionar nume´ricamente un modelo que caracterice los procesos de transferencia
de calor en el tejido, incluyendo el ca´lculo de la distribucio´n de la luz absorbida, la distri-
bucio´n espacio-temporal de la temperatura resultante, el volumen de tejido efectivamente
tratado y el grado de dan˜o celular alcanzado. Para esto, se formula un problema de valor
en la frontera que modela la distribucio´n de la temperatura en el tiempo para un tumor
tratado con calor, se investiga el efecto de algunos para´metros y se encuentran los valores
que conducen a soluciones que maximizan el efecto terape´utico y a la vez minimizan el dan˜o
causado a los tejidos circundantes.
2. Modelacio´n del procedimiento por
hipertermia
Para modelar el caso de la hipertermia superficial inducida por laser se consideran tanto el
efecto o´ptico como el te´rmico. El modelo propuesto en este trabajo esta´ basado en el ca´lculo
de la distribucio´n de la luz usando la aproximacio´n por difusio´n de la teor´ıa de transporte;
el aumento en la temperatura usando la ecuacio´n de calor en tejidos biolo´gicos, acoplada
a la ecuacio´n que describe el problema o´ptico, y el ca´lculo de la fraccio´n de tejido tratado
mediante una integral de dan˜o que depende de la historia de la temperatura durante el
tratamiento.
2.1. Geometr´ıa del modelo
Se utiliza una geometr´ıa cil´ındrica con simetr´ıa angular para modelar un tumor de seno
rodeado de tejido adiposo, en un dominio computacional Ω definido como una grilla bidi-
mensional que representa la seccio´n de tejido tratado.
Figura 2-1.: Geometr´ıa del modelo.
La Figura 2-1 muestra el tumor y el a´rea circundante, los cuales se asumen como dos tipos
de tejido homoge´neo con diferencias en sus propiedades opto-te´rmicas. El cilindro de menor
taman˜o representa un tumor de 2 cm de dia´metro y 1cm de profundidad, situado a 1 cm por
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debajo de la piel; el cilindro de mayor taman˜o representa un corte de tejido sano de 3 cm
de profundidad y 6 cm de dia´metro. El a´rea gris definida en la parte superior del diagrama
representa la superficie sobre la cual incide la luz laser proveniente de un aplicador cil´ındrico
de 3 cm de dia´metro.
2.2. Propagacio´n de la luz
La radiacio´n emitida a trave´s del aplicador actu´a como una fuente volume´trica de calor en
el tejido del tumor. El transporte por radiacio´n dentro del tejido puede ser descrito ma-
tema´ticamente utilizando las ecuaciones de Maxwell o mediante la ecuacio´n de radiacio´n.
Sin embargo, debido a que en la mayor´ıa de los tejidos tanto la absorcio´n como la dispersio´n
esta´n presentes simulta´neamente, se puede hacer una descripcio´n matema´tica de las carac-
ter´ısticas o´pticas mediante la teor´ıa de transporte, la cual ha sido frecuentemente usada
para describir las interacciones entre el tejido y el laser [25]. Bajo la suposicio´n de que la
luz incidente interactu´a con el tejido de tal modo que el proceso de dispersio´n domina sobre
la absorcio´n en el medio, y usando una longitud de onda lo suficientemente grande para
alcanzar una penetracio´n profunda de la luz inducida, el transporte por radiacio´n a trave´s
del tejido puede ser aproximado, de acuerdo con [26], mediante la ecuacio´n de difusio´n:
∂φ(r, z, t)
∂t
−D∇2φ(r, z, t) + ctµaφ(r, z, t) = 0 (r, z) ∈ Ω, t > 0 (2-1)
donde φ es la tasa de flujo de la luz o irradiancia [W/m2], ct es la velocidad de la luz en el
tejido y µa es el coeficiente de absorcio´n [m
−1]. El coeficiente de difusio´n, D, depende de las
propiedades o´pticas del tejido y esta´ dado por:
D = ct [3 (µa + (1− g)µs)]−1 (2-2)
donde µs es el coeficiente de dispersio´n, que mide el grado de esparcimiento de la luz, y g es
el factor anisotro´pico, que se relaciona con el grado de dependencia entre la conduccio´n de
calor y la direccio´n en que se propaga. La derivacio´n de la aproximacio´n por difusio´n para
modelar la propagacio´n de la luz se encuentra descrita en el anexo 1.
Tanto el coeficiente de absorcio´n como el coeficiente de dispersio´n dependen del tejido y
var´ıan con el tiempo durante un tratamiento real debido al efecto de la temperatura sobre
sus propiedades o´pticas. Sin embargo, esta variacio´n aparece a temperaturas por encima de
45o, las cuales exceden las alcanzadas en el tratamiento por hipertermia (entre 41 y 47oC).
Por esta razo´n, los coeficientes que describen las propiedades o´pticas del tejido se tratan
como constantes en este modelo y sus valores son tomados de la literatura para un tumor
superficial de seno rodeado de tejido adiposo (ver Tabla 2-1).
Con respecto a las fronteras del dominio computacional, se asume continuidad para el flujo
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Propiedades opto-te´rmicas en IRC Tejido sano Tumor Sangre
µa (cm
−1) a)coeficiente de absorcio´n 0.07 0.07
µs (cm
−1) a)coeficiente de dispersio´n 33 33
n b) ı´ndice de refraccio´n 1.4 1.4
g c)factor anisotro´pico 0.97 0.97
k (W cm−1oC−1) d)conductividad te´rmica 0.0022 0.0057 0
ρ (kg cm−3) d)densidad 0.9 1.04 1.06
Cp (J kg
−1oC−1) d)capacidad calor´ıfica 2.3 3.9 3.96
vB (cm
3kg−1s−1) d)perfusio´n sangu´ınea 0.0083 0.0083
Tabla 2-1.: Para´metros f´ısicos. Para´metros o´pticos sacados de a) [23]; b) [6]; c) [8]. Para´me-
tros te´rmicos sacados de d) [10]
en las interfaces laterales del tejido modelado, lo cual es una suposicio´n razonable dado que
cualquier camino de dispersio´n lateral reducie´ndose dentro del tejido es mucho menor que el
ancho del dominio, e incluso menor que el radio del aplicador. Del mismo modo, se asume
continuidad para el flujo en la parte inferior de la frontera puesto que la profundidad del
tejido modelado es mucho mayor que la distancia vertical que alcanza a penetrar la luz
dentro del tejido. As´ı, tomando Γapl como la parte de la frontera ∂Ω a trave´s de la cual la
radiacio´n es emitida, se obtienen las siguientes condiciones de frontera para la irradiancia:
−D∂φ(r, z, t)
∂n
= Pct sobre Γapl
−D∂φ(r, z, t)
∂n
= 0 sobre ∂Ω\Γapl
donde P es la irradiancia del la´ser (W m−2) y n es la direccio´n normal a la superficie.
2.3. Distribucio´n de temperatura
La distribucio´n de temperatura dentro del tejido durante la aplicacio´n de calor, se modela
con base en la formulacio´n general de la ecuacio´n de biocalor (ver anexo B para la derivacio´n
de la ecuacio´n):
ρ(r, z, t)cp(r, z)
∂T (r, z, t)
∂t
= ∇(k(r, z, t)∇T (r, z, t)) +Q (r, z) ∈ Ω, t > 0 (2-3)
donde k es el coeficiente de conductividad te´rmica, ρ la densidad del tejido, y cp su capacidad
calor´ıfica espec´ıfica. De acuerdo a [7], cp y ρ var´ıan menos del 1 % y k var´ıa mucho menos
de un 5 % en el intervalo de temperatura relevante entre 37 y 47oC. De este modo, las
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propiedades te´rmicas mencionadas se toman como constantes en el problema y sus valores
se muestran en la tabla 2-1.
La fuente de calor Q es la suma de la radiacio´n laser absorbida QL y el intercambio de
calor debido a la perfusio´n sangu´ınea y los cambios metabolicos QB. La cantidad de radia-
cio´n absorbida por el tejido esta´ dada por el producto de la irradiancia y el coeficiente de
absorcio´n:
QL(r, z, t) = µa(r, z, t)φ(r, z, t).
El te´rmino QB describe el intercambio de calor debido a la perfusio´n sanguinea en el tejido
sin considerar los cambios metabo´licos. El efecto de perfusio´n se modela mediante la ecuacio´n
usada por [7], la cual ha mostrado ser una buena aproximacio´n si se asume un flujo de sangre
isotro´pico y un tejido cuya vascularizacio´n consiste solo de vasos capilares. Esta ecuacio´n,
conocida como ecuacio´n de Pennes anzatz, esta´ dada por:
QB(r, z, t, T ) = vB(r, z, t)ρρscp,s(Ta − T (r, z, t)).
donde vB(r, z, t) [m
3kg−1s−1] es la tasa de perfusio´n sangu´ınea, ρs es la densidad de la sangre,
cp,s es la capacidad calor´ıfica espec´ıfica de la sangre, y Ta es la temperatura arterial. Para el
tejido canceroso se usa el mismo modelo con diferentes tasas de perfusio´n sangu´ınea. Debido
a que el tumor no tiene un sistema vascular eficiente a causa de su estructura caotica [21],
se asumen bajas tasas de perfusio´n.
En el tratamiento real, un proceso de enfriamiento de la piel se lleva a cabo usando una
almohadilla refrigerante para mantener una baja temperatura en la superficie de la piel y
as´ı evitar tanto quemaduras de la piel como dan˜os del tejido sano. Para simular este efecto
refrigerante, se utiliza una condicio´n de frontera especial para la superficie de la piel. En este
modelo, esto se lleva a cabo manteniendo la temperatura corporal fija en la superficie de la
piel (T=35oC).
Al dilatarse los vasos y capilares en los bordes del tejido canceroso, el calor se disipa ra´pi-
damente evitando que el tejido sano sufra lesio´n alguna. Debido a que el gradiente de calor
se desvanece en la superficie del tumor de acuerdo a la respuesta fisiolo´gica del organismo
al calor, se asume continuidad en las superficies laterales e inferior del volumen considerado.
Esta condicio´n de frontera reprenta adecuadamente la situacio´n en la que la superficie se
mantiene a cierta temperatura debido a la alta vascularizacio´n de los tejidos circundantes.
As´ı, en la frontera el gradiente de flujo de calor esta´ dado por:
ρcp
∂T
∂n
= 0,
donde n es la direccio´n del vector unitario normal a la superficie.
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2.4. Dan˜o acumulado y optimizacio´n del tratamiento
Con base en la ley de Arrhenius (ver anexo C), el dan˜o del tejido se puede cuantificar usando
una funcio´n ζ, exponencialmente dependiente de la temperatura y linealmente dependiente
del tiempo de exposicio´n [22]:
∂ζ(r, z, t)
∂t
= A exp
(
− ∆Ea
RT (r,z,t)
)
(r, z) ∈ Ω, t > 0
donde R es la constante de los gases. Tanto la energ´ıa de activacio´n Ea como el factor de
frecuencia A, derivan de variables que describen termodina´micamente el proceso de denatu-
racio´n de las prote´ınas.
La ecuacio´n anterior, propuesta por [17] para cuantificar el dan˜o te´rmico en el tejido, puede
ser expresada en te´rminos del logaritmo del cociente entre la concentracio´n inicial de tejido
nativo y la concentracio´n de tejido nativo luego de haberse acumulado cierta cantidad de
dan˜o en el intervalo de tiempo 0 < t < τ :
ζ(r, z, τ) = ln
(
C0
Cτ
)
=
τ∫
0
A exp
(
− ∆Ea
RT (r, z, t)
)
dt 0 < t < τ (2-4)
Escrita de esta manera [25], la medida del dan˜o ζ esta´ relacionada con la fraccio´n de tejido
nativo Cτ
C0
en el tiempo t = τ , por lo que se define un umbral arbitrario para el dan˜o te´rmico
irreversible. Como punto final para indicar necrosis completa del tejido se elige ζ = 1,
que corresponde a la desnaturalizacio´n del 63 % de las prote´ınas nativas para un sistema
unimolecular, lo cual implica un dan˜o irreversible del 100 % de las ce´lulas afectadas [17].
Para ciertas aplicaciones, los valores de ζ han sido cuantificados y un valor de ζ = 0,53
usualmente se asocia a un dan˜o te´rmico de primer grado [22].
Tanto para el factor de frecuencia como para la energ´ıa de activacio´n, se ha demostrado que
ambos factores son linealmente dependientes de la temperatura [25]; sin embargo, esta de-
pendencia es muy de´bil y su efecto es insignificante para propo´sitos pra´cticos. En este estudio
el dan˜o del tejido es calculado mediante la integral descrita anteriormente con A =1.0×1040
y Ea =2.49×105. Estos valores son tomados de [25].
Para encontrar los valores de los para´metros f´ısicos que conducen a soluciones que maximizan
el efecto terape´utico y a la vez minimizan el dan˜o causado al tejido sano, se define el problema
de optimizacio´n
mı´n f(X) (2-5)
X=[µa,t,νB,t, µa,s, νB,s, P, Tr]
T
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cuya funcio´n objetivo esta dada por el cociente
f(x) = ζs
ζc
donde ζs es la fraccio´n de dan˜o te´rmico acumulado para el tejido sano y ζc es la fraccio´n de
dan˜o te´rmico acumulado en el tumor. El vector de decisio´n X se define a con base en algunos
de los para´metros f´ısicos para los cuales se considera que tiene sentido tomar decisiones acerca
de la planeacio´n del tratamiento cl´ınico (ver tabla 3-1).
3. Modelacio´n nume´rica
En este cap´ıtulo se analizan, mediante me´todos nume´ricos, el problema opto-te´rmico asociado
a la distribucio´n de la temperatura y el dan˜o te´rmico ocasionado en el tejido. Primero se
discretizan las ecuaciones que describen el problema opto-te´rmico para ser resueltas mediante
el metodo de l´ıneas, luego se resuelve nume´ricamente la integral que describe el dan˜o en el
tejido y finalmente se encuentran los valores de los parametros que optimizan el tratamiento.
3.1. Implementacio´n del modelo
Para realizar la simulacio´n del proceso se define una grilla bidimensional que representa
la seccio´n de tejido de 3cm de profundidad descrita anteriormente. El flujo de la simula-
cio´n consiste en 3 partes principales y su esquema general se ilustra en la Figura 2-2. Las
componentes del proceso consisten en (I) el ca´lculo de la distribucio´n espacial de la energ´ıa
depositada, φ(r, z), en el cual entran como para´metros las propiedades o´pticas de cada tipo
de tejido (coeficiente de absorcio´n µa, coeficiente de dispersio´n µs, ı´ndice de refraccio´n n y
factor anisotro´pico g); (II) el ca´lculo de la distribucio´n espacio temporal de la temperatura
alcanzada T (r, z, t), en el cual entran como para´metros las propiedades te´rmicas de cada tipo
de tejido (conductividad te´rmica k, tasa de perfusio´n sangu´ınea wB, capacidad calor´ıfica Cp
y densidad ρ); y (III) la cuantificacio´n del de dan˜o celular ζ(r, z, t) acumulado en todo el
tejido durante el tratamiento. Luego de estimar la distribucio´n de calor y el estado de dan˜o
del tejido, se repite el ciclo y se continu´a con la siguiente iteracio´n.
3.2. Solucio´n del problema opto-te´rmico
Las dos ecuaciones (2-1) y (2-3) que gobiernan la distribucio´n de temperatura dentro de un
tumor sometido a hipertermia se resueven nume´ricamente debido a la dificultad de encontrar
su solucio´n anal´ıtica. En esta seccio´n se presenta una aproximacio´n al problema opto-te´rmico
mediante un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales que determina la distri-
bucio´n de la luz y la temperatura en un tumor ciln´drico tridimensional con simetr´ıa angular.
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Figura 3-1.: Diagrama de la simulacio´n.
Formulacio´n del problema en coordenadas cil´ındricas
Teniendo en cuenta tanto la geometr´ıa cil´ındrica como la simetr´ıa radial del problema, se
formulan las ecuaciones que constituyen el problema opto-te´rmico en coordenadas ciln´dricas.
Dado que el operador diferencial laplaciano es independiente del sistema de coordenadas, las
ecuaciones de disfusio´n y de bio-calor se replantean usando el operador ∇2 en coordenadas
cil´ındricas para para llegar a las mismas EDPs en este sistema coordenado. Tomando el
operador Laplaciano en un sistema (r, z, θ),
∇2 =
(
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+
1
r2
∂2
∂θ2
+
∂2
∂z2
)
, (3-1)
y asumiendo simetr´ıa angular de acuerdo a las condiciones iniciales y de frontera del proble-
ma, se sustituye (3-1) en las ecuaciones (2-1) y (2-3) para llegar a que:
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∂φ
∂t
= D
(
∂2φ
∂r2
+
1
r
∂φ
∂r
+
∂2φ
∂z2
)
− ctµaφ
ρcp
∂T
∂t
= k
(
∂2T
∂r2
+
1
r
∂T
∂r
+ +
∂2T
∂z2
)
+Q (3-2)
(r, z) ∈ Ω, t > 0
Ambas ecuaciones son de primer orden en t, y de segundo orden en r y z; por lo tanto, para
que constituyan un problema bien propuesto, cada una de ellas debe tener una condicion
inicial y 4 condiciones de frontera. Se toman como condiciones iniciales (para t = 0):
φ(r, z) = 0
T (r, z) = 35 (3-3)
Las condiciones de frontera en r son de tipo Neumann:
∂φ(0, z, t))
∂r
= 0
∂φ(r0, z, t))
∂r
= 0, (3-4)
∂T (0, z, t))
∂r
= 0
∂T (r0, z, t))
∂r
= 0, (3-5)
(r, z) ∈ ∂Ω, t > 0
donde r0 es el radio externo del sistema cilindrico. En la superficie de la piel y la parte
interna del tejido las condiciones de frontera en z son de tipo Neumann para φ:
−D∂φ(r, z = 0, t)
∂r
=
{
0 si r > ra
Pc0 si r ≤ ra
∂φ(r, z = z0, t)
∂r
= 0, (3-6)
(r, z) ∈ ∂Ω, t > 0
y de tipo Dirichlet y Neumann para T :
T (r, 0, t) = 35
∂T (r0, z, t)
∂r
= 0, (3-7)
(r, z) ∈ ∂Ω, t > 0
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donde z0 y ra son la profundidad interna del sistema cilindrico y el radio del aplicador,
respectivamente.
En particular, en el segundo te´rmino de las ecuaciones que componen el sistema (3-2) se
presentan singularidades para r = 0 debido al factor 1/r. En otras palabras, en el grupo radial
de cada ecuacio´n, el segundo te´rmino que contiene la primera derivada es indeterminado
cuando r = 0; esto es,
1
r
∂φ
∂r
=
1
r
∂T
∂r
=
0
0
(3-8)
como consecuencia de las condiciones de frontera de Neumann (3-4) y (3-5). En este caso,
para regularizar la forma indeterminada, se aplica la regla de L’Hopital de tal modo que :
l´ım
r→0
1
r
∂φ
∂r
=
∂2φ
∂r2
(3-9)
As´ı, cuando r = 0, el te´rmino que contiene al grupo radial completo en las ecuaciones (3-2)
se aproxima mediante:
∂2φ
∂r2
+
1
r
∂φ
∂r
≈ 2∂
2φ
∂r2
(3-10)
y el sistema se convierte en:
∂φ
∂t
=

D
(
2
∂2φ
∂r2
+
∂2φ
∂z2
)
+ ctµaφ si r = 0
D
(
∂2φ
∂r2
+
1
r
∂φ
∂r
+
∂2φ
∂z2
)
+ ctµaφ si r 6= 0
∂T
∂t
=

k
ρcp
(
2
∂2T
∂r2
+
∂2T
∂z2
)
+
Q
ρcp
si r = 0
k
ρcp
(
∂2T
∂r2
+
1
r
∂T
∂r
+
∂2T
∂z2
)
+
Q
ρcp
si r 6= 0
(3-11)
Discretizacio´n del sistema EDP mediante mediante el me´todo de l´ıneas
El sistema de ecuaciones (3-11) formulado en la seccio´n anterior es el punto de partida para
el ana´lisis del problema opto-te´rmico mediante el me´todo nume´rico de l´ıneas (ver descripcio´n
del me´todo en el anexo D). En general, el objetivo de este me´todo consiste en reemplazar las
derivadas espaciales mediante aproximaciones algebraicas, de tal manera que las ecuaciones
en derivadas parciales queden expresadas u´nicamente en te´rminos de la variable de valor
inicial (tiempo). As´ı, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que
3.2 Solucio´n del problema opto-te´rmico 17
aproxima cada ecuacion diferencial parcial (EDP) original, y que puede ser resuelta mediante
un algoritmo de integracio´n convencional.
Para ilustrar el proceso, primero se discretiza el sistema de ecuaciones. Sea Ω un dominio
acotado Ω = [0, rh]× [0, zl] . Se define una malla espacial 2D equidistante
Ωh,l = {(zi, rj) ∈ Ω : zi = i∆z(i = 2, ...,m− 1) ∧ rj = j∆r(j = 2, ..., n− 1), } (3-12)
donde i, j designan la posicio´n a lo largo de la grilla en z y r respectivamente, y ∆z, ∆r
son el paso de discretizacio´n a lo largo de z y r. Tomando u ∈ {φ, T} , se aproximan las
derivadas de las variables espaciales mediante diferencias finitas de segundo orden:
∂ui,j
∂r
≈ ui,j − ui,j−1
2∆r
∂2ui,j
∂r2
≈ ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1
(∆r)2
∂2ui,j
∂z2
≈ ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1
(∆z)2
(3-13)
As´ı, la aproximacio´n por el me´todo de l´ıneas del sistema de ecuaciones (3-11) en Ωh,l es
∂φi,j
∂t
= D
(
2
φi,j+1 − 2φi,j + φi,j−1
(∆r)2
+
φi,j+1 − 2φi,j + φi,j−1
(∆z)2
)
+ ctµaφi,j
∂Ti,j
∂t
=
k
ρcp
(
2
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1
(∆r)2
+
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1
(∆z)2
)
+
Q
ρcp
(3-14)
siempre que j = 1 (r = 0). En caso contrario,
∂φi,j
∂t
= D
(
φi,j+1 − 2φi,j + φi,j−1
(∆r)2
+
1
rj
φi,j − φi,,j−1
2∆r
+
φi,j+1 − 2φi,j + φi,j−1
(∆z)2
)
+ ctµaφi,j
∂Ti,j
∂t
=
k
ρcp
(
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1
(∆r)2
+
1
rj
Ti,j − Ti,,j−1
2∆r
+
Ti,j+1 − 2Ti,j + Ti,j−1
(∆z)2
)
+
Q
ρcp
(3-15)
Para completar las especificaciones del problema original, la soluc´ıo´n en la frontera ∂Ω del
dominio se aproxima teniendo en cuenta las condiciones de frontera especificadas en (3-
4) y (3-5). Cuando se presentan condiciones de Neumann, las derivadas se aproximan por
18 3 Modelacio´n nume´rica
diferencias finitas centradas para obtener ui,j+1 = ui,j−1 en la parte de la frontera donde
el flujo es cero (∂u/∂n = 0). Del mismo modo, en la parte de la frontera a trave´s de
la cual la radiacio´n es emitida se obtiene ui−1,j = ui+1,j + Pc0∆z/D . Por u´ltimo, para
satisfacer la condicio´n de Dirichlet en la ecuacio´n de bio-calor, se toma ∂T1,j/∂t = 0 cuando
r = 0. As´ı, cada una de las ecuaciones del sistema original queda escrita como un sistema de
m×n ecuaciones dependientes de la variable t, de tal modo que el sistema de EDPs original
queda aproximado a dos sistemas EDOs determinados por (3-14) y (3-15). Ambos sistemas
se resuelven simulta´neamente mediante integracio´n nume´rica en t, la cual se lleva a cabo
mediante el me´todo Runge-Kutta haciendo uso del integrador de Matlab ode15s debido a la
rigide´z del problema.
3.3. Ca´lculo del dan˜o te´rmico durante el tratamiento
La integral de Arrhenius 2-4 con la cual se modela el dan˜o te´rmico es resuelta mediante inte-
gracio´n nume´rica utilizando la regla del trapecio. Con base en estos resultados se encuentran
las fracciones de tejido dan˜ado tanto para la zona donde se encuentra el tumor como para
la zona del tejido sano. Debido a que se busca encontrar los valores de los para´metros que
conduzcan a una solucio´n en la que la fraccio´n de dan˜o de tejido sano es mucho menor que el
dan˜o acumulado en el tumor, el problema de optimizacio´n 2-5 se resuelve nume´ricamente uti-
lizando un algoritmo de minimizacio´n multidimensional no lineal con restricciones, haciendo
uso de la funcio´n fmincon implementada en matlab, Los resultados de esta optimizacio´n se
muestran en la tabla 3-1.
Para´metro inferior superior inicial o´ptimo
µa,t Coeficiente de absorcio´n (tumor) 0.025 0.07 0.07 0.07
νB,t Perfusio´n sangu´ınea (tumor) 10
−3 6×10−3 1.67×10−3 10−3
µa,s Coeficiente de absorcio´n (tejido sano) 0.025 0.07 0.035 0.25
νB,s Perfusio´n sangu´ınea (tejido sano) 6×10−3 9×10−3 8.3×10−3 9×10−3
P Irradiancia inicial 1 2 1.5 1.2
Tr Temperatura refrigerante 30 42 36 35
Tabla 3-1.: Para´metros usados como variables de decisio´n para la optimizacio´n del
tratamiento.
4. Experimentacio´n nume´rica
Los experimentos nume´ricos fueron llevados a cabo para modelar una seccio´n de tejido de
3 cm de profundidad irradiado desde la superficie mediante un aplicador la´ser de 1.5 cm
de radio a una potencia de P = 1,2 W/cm2. Para encontrar la distribucio´n de la luz y de
la temperatura en el tejido en un tumor de seno rodeado de tejido adiposo, las propieda-
des opto-te´rmicas y sus valores fueron obtenidos de estudios previos (Tabla 1). El modelo
propuesto se utilizo´ para simular un tratamiento t´ıpico de hipertermia superficial inducida
por radiacio´n la´ser utilizando los valores o´ptimos de los para´metros f´ısicos encontrados. En
este cap´ıtulo se presenta una comparacio´n entre los resultados de las simulaciones obtenidas
usando los para´metros f´ısicos reportados en la literatura y los resultados obtenidos con los
valores o´ptimos encontrados en este estudio (ver Tabla 3-1).
4.1. Propagacio´n de la luz
La solucio´n de la ecuacio´n de difusio´n 2-1 en estado estacionario se obtuvo tanto para un
tejido cil´ındrico homoge´neo para sus propiedades opto-te´rmicas como para uno con propie-
dades heteroge´neas. Al comparar la distribucio´n de energ´ıa lumı´nica absorbida obtenida en
ambos casos, se observa que hay concordancia con lo que se esperaba encontrar de acuerdo
con estudios previos [26]. Para la densidad de energ´ıa lumı´nica absorbida por el tejido tra-
tado con laser, se encontro´ una distribucio´n gaussiana tanto transversal como longitudinal
(Figura 4-1). Este resultado se visualiza claramente en el caso de un tejido que se considera
homoge´neo con respecto a sus propiedades o´pticas (Figura 4-1 A), al no presentarse ningu´n
cambio en la penetracio´n de la luz dentro del tumor.
En contraste, cuando se tiene un tejido con diferencias entre las propiedades o´pticas de
ambos tipos de tejido se presenta un cambio en la penetracio´n de la luz dentro del tumor y,
en consecuencia, una mayor absorcio´n de la luz (Figura 4-1 B). En este caso particular, el
aumento en la absorcio´n de la luz dentro del tumor se debe a que el coeficiente de absorcio´n
del tejido sano es 2.8 veces menor que el del tejido canceroso (µa,t = 0,07;µa,s = 0,025).
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Figura 4-1.: Solucio´n de la ecuacio´n de difusio´n. A. Energ´ıa absorbida por un tejido ho-
moge´neo. Tanto el tejido sano como el tejido canceroso tienen las mismas
propiedades o´pticas. B. Energ´ıa absorbida para un tejido sano con diferentes
propiedades o´pticas a las de un tumor ubicado a 1 cm de profundidad.
4.2. Distribucio´n de la temperatura
La dina´mica de la distribucio´n espacial de la temperatura dentro del tejido se estudio´ tanto
para los valores obtenidos de la optimizacio´n como para los valores reportados en la literatura
(Figura 4-2). En ambos casos la distribucio´n de temperatura tiende a un valor estacionario
cuando el tiempo de exposicio´n se acerca a los 20 segundos.
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Figura 4-2.: Distribucio´n de temperatura para una seccio´n de tejido heteroge´neo de 3 cm
de profundidad en estado estacionario luego de 20 min de recibir radiacio´n. A.
Distribucio´n obtenida usando los para´metros f´ısicos reportados en la literatura.
B. Distribucio´n obtenida usando los para´metros o´ptimos encontrados en este
estudio.
La distribucio´n de temperatura dentro del tejido muestra ser una funcio´n no monoto´nica de
la profundidad y la longitud lateral, debido a que el tejido tratado consiste en dos tipos de
tejido con propiedades opto-te´rmicas diferentes. En la figura 4-2 se observa claramente que
las diferencias en ambos tipos de tejido, en cuanto a para´metros o´pticos y te´rmicos como el
coeficiente de absorcio´n y la perfusio´n sangu´ınea, conducen a un calentamiento no uniforme
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dentro del volumen del tejido con un pico que corresponde a la zona del tumor.
La figura 4-3 muestra la evolucio´n de la distribucio´n de la temperatura en un intervalo de
tiempo de 30 minutos. Se observa que durante todo el tratamiento se previene el sobreca-
lentamiento del tejido circundante, debido al hecho de que los coeficientes de absorcio´n y
conductividad te´rmica del tejido sano son menores que los del tumor. Adicionalmente, du-
rante este proceso se produce un incremento simulta´neo de la temperatura en todo el tejido,
lo cual hace que con el tiempo la conduccio´n de calor entre los dos tipos de tejido tienda a
suavizar significativamente la no homogeneidad de la distribucio´n de temperatura.
Figura 4-3.: Evolucio´n de la temperatura para un tratamiento t´ıpico de 30 minutos. Se
muestra la distribucio´n de temperatura obtenida a partir de los para´metros
o´ptimos para diferentes tiempos, a) 9 seg; b) 1 min; c) 1.5 min y d) 30 min.
4.3. Dan˜o te´rmico
Finalmente se calcula la integral de dan˜o te´rmico ocasionado durante el tratamiento, y su
evolucio´n se puede ver en la figura 4-4. Esta gra´fica muestra el grado de dan˜o te´rmico durante
el calentamiento para 6, 12, 18, 24, y 30 minutos, en funcio´n de la profundidad dentro del
tejido. El eje vertical representa el grado de dan˜o acumulado, ζ, y el eje horizontal representa
la profundidad desde la superficie de la piel. El punto de corte de cada curva con la l´ınea
ζ = 0,53 o´ ζ = 1, representan los puntos que definen la zona del tumor que alcanza un dan˜o
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reversible o irreversible.
Dentro de las regiones donde ζ = 0,53 el tejido sufre un dan˜o de primer grado, el cual es el
menos severo ya que solo involucra una incomodidad temporal [22]. Para regiones por encima
de ζ = 1, el tejido sufre una necrosis completa debido a que se alcanza un dan˜o irreversible
del 100 % de las ce´lulas. En la figura 4-4A se observa que el dan˜o irreversible que se obtiene a
partir de simulaciones con los para´metros f´ısicos reportados en la literatura, es considerable
en el tejido sano entre 0 y 1 cm de profundidad. En contraste, el dan˜o irreversible que se
alcanza dentro del tejido tratado, usando los para´metros f´ısicos o´ptimos encontrados en este
estudio, es mucho mayor en el tumor y es considerablemente menor para el tejido sano puesto
que solo se presenta en el tejido canceroso entre 0.8 y 1 cm de profundidad (figura 4-4B).
Figura 4-4.: Evolucio´n del dan˜o te´rmico. Se muestra el dan˜o en funcio´n de la profundidad
para diferentes tiempos (cada 6 min) en una sesio´n t´ıpica de media hora. A.
Para´metros f´ısicos reportados en la literatura. B. Valores o´ptimos.
5. Discusio´n de resultados
En general, aunque los resultados nume´ricos obtenidos concuerdan con la distribucio´n de
temperatura que se esperaba observar, no es posible saber si el modelo es capaz de repro-
ducir con precisio´n las distribuciones de temperatura obtenidas experimentalmente en un
tratamiento por hipertermia real. Ma´s au´n, teniendo en cuenta que el modelo planteado
constituye tan solo una aproximacio´n nume´rica al problema de la determinacio´n de la dis-
tribucio´n de temperatura durante el tratamiento por hipertermia, los errores que pudieran
aparecer como resultado de las consideraciones y simplificaciones hechas en la modelacio´n
del proceso deben ser considerados en estudios posteriores.
Espec´ıficamente, una de las implicaciones del trabajo sobre la parte cl´ınica, es que los re-
sultados encontrados dejan abierta la posibilidad de investigar nuevas estrategias previas
al tratamiento que permitan realizar cambios en las propiedades de los tejidos y as´ı con-
seguir efectos terpe´uticos localizados. Ya que el calor causa la muerte celular a trave´s de
la desnaturalizacio´n de las prote´ınas y enzimas en funcio´n de la dosis te´rmica, se esperar´ıa
obtener un efecto positivo en la respuesta terape´utica luego de aplicar calor a los tejidos que
convenientemente hayan experimentado un cambio en las propiedades o´pticas y / o te´rmi-
cas. Es as´ı que, dada la importancia de encontrar tratamientos cuyos efectos secundarios
sean mı´nimos, cobra relevancia la investigacio´n de la hipertermia en combinacio´n con otras
alternativas que complementen el tratamiento de manera localizada, con miras a evitar los
efectos severos de las pra´cticas convencionales.
En cuanto a las mediciones de la temperatura del tejido obtenidas mediante las simulaciones
y su relacio´n con el dan˜o te´rmico alcanzado, es posible reconocer la utilidad del modelo en la
determinacio´n del taman˜o o la fraccio´n de la zona afectada durante un tratamiento real. Sin
embargo, esta aproximacio´n tiene la limitante de no proporcionar informacio´n precisa acerca
del dan˜o celular alcanzado durante la radiacio´n ni tampoco de su grado de reversibilidad.
Teniendo en cuenta que la reversibilidad del dan˜o ocasionado a las ce´lulas determina en
gran parte la efectividad del tratamiento, se requiere un estudio histolo´gico detallado que
correlacione la cantidad de energ´ıa absorbida, el aumento de la temperatura y el grado de
dan˜o celular.
6. Conclusiones y recomendaciones
En este trabajo se investigo´ un modelo matema´tico opto-te´rmico para la hipertermia super-
ficial inducida por la´ser y se realizo´ un estudio nume´rico para determinar la propagacio´n de
la luz en el tejido y la distribucio´n de la temperatura. Los resultados nume´ricos obtenidos en
las simulaciones fueron usados para calcular otras cantidades f´ısicas como el dan˜o te´rmico
asociado al calentamiento del tejido.
Las comparaciones entre los resultados de las simulaciones obtenidas usando los para´me-
tros f´ısicos reportados en la literatura y los resultados obtenidos con los valores o´ptimos
encontrados en este estudio, claramente demuestran la importancia de realizar predicciones
que sirvan como base para la evaluacio´n de un posible tratamiento de hipertermia, con el
fin de identificar los valores de los para´metros fisiolo´gicos que conduzcan a soluciones que
maximicen el efecto terape´utico y a la vez minimicen los efectos secundarios no deseados.
En este estudio se encontro´ que un aumento en el coeficiente de absorcio´n del tejido cance-
roso tiene un efecto importante en la distribucio´n de temperatura, en las caracter´ısticas de
la transferencia de calor, y por lo tanto, en la efectividad del tratamiento. Tambie´n se en-
contro´ que aquellos valores que representan cambios significativos en las propiedades f´ısicas
de ambos tipos de tejido (canceroso y sano) conducen a gradientes de temperatura mayores
que los que se presentan en tejidos con caracter´ısticas f´ısicas similares. Adicionalmente, los
resultados de la optimizacio´n muestran que el control de la tasa de perfusio´n sangu´ınea,
tanto del tumor como del tejido circundante, podr´ıa ser bastante u´til en la planificacio´n de
un tratamiento de hipertermia ideal.
Para resumir, este trabajo muestra que tanto los valores de los para´metros fisiolo´gicos que
tienen un efecto significativo sobre la distribucio´n de la temperatura, como los valores que
podr´ıan ser manipulados en un tratamiento real, pueden ser optimizados con el fin de reducir
el dan˜o en el tejido sano y deben ser tenidos en cuenta en la planeacio´n previa al tratamiento
por hipertermia.
Recomendaciones para futuras investigaciones
En los u´ltimos an˜os se han utilizado diferentes modelos para evaluar los dan˜os inducidos
tanto a nivel del tejido en su conjunto como a nivel celular, en los cuales se ha demostrado
que el modelo de Arrhenius no debe ser utilizado para ilustrar cualitativamente el grado de
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dan˜o del tumor sin tener en cuenta el dan˜o celular [22]. Con base en estas consideraciones, se
sugiere realizar una optimizacio´n del dan˜o haciendo que la funcio´n objetivo incluya el nivel
de dan˜o celular para dar cuenta del efecto bioqu´ımico con mayor precisio´n.
Otra direccio´n para investigaciones futuras es el estudio de problemas de control relaciona-
dos no solo con los para´metros opto-te´rmicos sino con la dosis de calor aplicada, as´ı como
tambie´n, la geometr´ıa y la posicio´n del tumor. En particular, debido a que el modelo debe
ser u´til en la evaluacio´n de tratamientos para tumores con geometr´ıas espec´ıficas, se hace
necesario incluir el uso de herramientas imagenolo´gicas que permitan visualizar la evolu-
cio´n del tratamiento en cortes anato´micos, tomados de ima´genes de resonancia magne´tica o
tomograf´ıa axial computarizadas.
Por u´ltimo, se debe resaltar que para realizar un estudio completo de la respuesta te´rmica
del tejido tratado por hipertermia, los resultados nume´ricos deben ser comparados con datos
medidos en experimentos reales, de tal manera que se puedan hacer correcciones al modelo
matema´tico.
A. Anexo: Derivacio´n de la aproximacio´n
por difusio´n
La cantidad fundamental en la teor´ıa de transporte es llamada radiancia J(r, s) y es ex-
presada en unidades de W m−2sr−1. Esta cantidad denota la densidad de flujo de energ´ıa
(potencia) dentro de un material en una direccio´n espec´ıfica s a un a´ngulo dω. La ecuacio´n
diferencial que gobierna la radiancia se conoce como la ecuacio´n de transferencia radiativa
y esta´ dada por:
dJ(r, s)
ds
= −αtJ(r, s) + αs
4pi
∫
4pi
p(s, s′)J(r, s′)dω′, (A-1)
donde p(s, s′) es la funcio´n de fase de un foto´n que se dispersa desde la direccio´n s′ en s,
ds es una longitud de trayecto infinitesimal, y dω′ es el a´ngulo elemental del so´lido sobre la
direccio´n de s. En la realizacio´n de las mediciones de las propiedades o´pticas, la cantidad
observable es la intensidad que deriva de la radiancia por la integracio´n sobre el a´ngulo del
so´lido:
I(r) =
∫
4pi
J(r, s)dω (A-2)
Por otra parte, la radiancia puede ser expresada en te´rminos de intensidad mediante la
expresio´n
J(r, s) = I(r)δ(ω − ωs), (A-3)
donde δ(ω − ωs) es una funcio´n delta del a´ngulo elemental, que apunta en la direccio´n dada
por s.Cuando una corriente laser incide sobre un medio turbio, la radiancia dentro del medio
puede se divide en los te´rmino coherente y difuso de acuerdo a la relacio´n:
J = Jc + Jd. (A-4)
Cuando la dispersio´n sobrepasa la absorcio´n, la parte difussa de I(r) tiende a ser casi isotro´pi-
ca. De acuerdo a Ishimaru (1989), se puede expandir la radiancia difusa Jd en la serie:
Jd =
1
4pi
(Id + 3Fds+ ...), (A-5)
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donde Id es la intensidad difusa, y el vector de flujo Fd esta´ determinado por:
Fd(r) =
∫
4pi
Jd(r, s)dω (A-6)
Los dos primeros te´rminos de la expansio´n para Jd constituyen la aproximacio´n por difusio´n.
Por u´ltimo, la intensidad difusa Id por si misma satisface la siguiente ecuacio´n de difusio´n:
(∇2 −D2)Id(r) = −Q(r), (A-7)
donde D2 es el para´metro de difusio´n, y Q representa la fuente de fotones dispersados.
B. Anexo: Derivacio´n de la ecuacio´n de
biocalor
El transporte por conduccio´n de calor en el interior del tejido se explica mediante la ley
de conduccio´n de calor de Fourier. Esta ley establece que la cantidad de energ´ıa te´rmica
Q, conducida a trave´s de un medio, es inversamente proporcional a la longitud, ∆L, que
atraviesa, y es proporcional a la seccio´n de a´rea transversal A, a la diferencia de temperatura
∆T y al tiempo ∆t. Esta ley se expresa mediante la ecuacio´n:
Q =
−kA∆T∆t
∆L
, (B-1)
con k el coeficiente de proporcionalidad, que se conoce como coeficiente de conductividad
te´rmica y es una caracter´ıstica del material (tejido en este caso).
Como aproximacio´n a la distribucio´n de temperatura dentro del tejido, considerar el flujo de
calor en algu´n punto equivale a tomar un fragmento de tejido lo suficientemente pequen˜o. Es
decir, que si se toma la tasa de calor conducido por unidad de a´rea por unidad de tiempo,
para una longitud infinitesimalmente pequen˜a se tiene que ∆T/∆L→ ∇T cuando ∆L→ 0.
Por lo tanto, el flujo de calor f debido a la conduccio´n te´rmica puede ser expresado como:
f = −k∇T, (B-2)
donde k es el factor que relaciona la tasa de cambio con el gradiente te´rmico, conocido como
la conductividad te´rmica, y el vector de cantidad −∇T representa el ma´ximo cambio de
temperatura por unidad de distancia.
Teniendo en cuenta que la tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo en
cualquier punto debe ser directamente proporcional al gradiente de temperatura e inversa-
mente proporcional a la cantidad de calor que es capaz de almacenar el tejido, se tiene que
la transferencia de calor por conduccio´n se puede expresar mediante la ecuacio´n:
ρcp
∂T
∂t
= ∇(k∇T ), (B-3)
donde ρ es la densidad (kg/m−3) y cp es el calor espec´ıfico (J kg−1K−1).
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En cuanto a la transferencia de calor por conveccio´n, se considera el efecto de los pequen˜os
vasos sangu´ıneos (capilares) que son responsables de la perfusio´n sangu´ınea. Como el flujo
sangu´ıneo disipa el calor para un punto dado, la ecuacio´n anterior debe incluir un te´rmino
de pe´rdida de calor en el lado derecho, puesto que el cambio de temperatura tambie´n debe
ser directamente proporcional a la capacidad que tiene la sangre circulante de almacenar
calor (densidad y calor espec´ıfico ), la tasa v a la que fluye la sangre, y la diferencia de
temperatura entre ese punto y la temperatura arterial Ta. De este modo, una ecuacio´n que
incluye tanto la conduccio´n te´rmica como la conveccio´n por el flujo sangu´ıneo esta´ dada por:
ρcp
∂T
∂t
= ∇(k∇T ) + ρρscsv(Ta − T ) (B-4)
Por u´ltimo, con base en la ley de la conservacio´n de la energ´ıa, se plantea que la calor
almacenado por el tejido para un volumen control en cualquier instante de tiempo debe
estar dado por el calor emitido por la fuente Q (que sera´ la suma del calor absorbido por la
radiacio´n y el calor producido por la actividad metabo´lica), la pe´rdida o ganancia de calor
por difusio´n (conduccio´n) y la pe´rdida de calor por perfusio´n sangu´ınea. De este modo, se
tiene que:
ρcp
∂T
∂t
= ∇(k∇T ) + ρρscsv(Ta − T ) +Q (B-5)
La ecuacio´n anterior, conocida como la ecuacio´n de bio-calor, ha sido usada repetidamente
para describir el intercambio de calor en tejidos biolo´gicos sometidos a algu´n tipo de calen-
tamiento mediante radiacio´n electromagne´tica (Zhang et al. 2005; Fasano et al. 2008; Sun
et al. 2008; Dai et al. 2008).
C. Anexo: Derivacio´n del modelo de
Arrhenius
Este modelo establece que a trave´s de la colisio´n, una mole´cula nativa M interactu´a con otra
mole´cula M , una de ellas quedando energe´ticamente mas excitada que la otra y pasando a
un estado de transicio´n, M∗. A su vez, la mole´cula excitada puede perder energ´ıa si choca
una vez ma´s, o puede establecerse en una nueva configuracio´n, P , que implica la inactivacio´n
o desnaturalizacio´n. :
M +MM +M∗ M∗ → P
Asumiendo que la tasa de formacio´n de las mole´culas excitadas es igual que la tasa de
desaparicio´n, y que la tasa de desactivacio´n por colisiones M∗ + M es mucho mayor que la
tasa de decaimiento unimolecular, se tiene que la concentracio´n de las mole´culas excitadas
esta´ dada por:
−dM
dt
= r[M ], (C-1)
donde los corchetes indican concentracio´n molar y r es la tasa de reaccio´n resultante. Una
manera de encontrar una expresio´n para la tasa de reaccio´n, r, se obtiene partiendo del
supuesto de que en el proceso de reaccio´n que conduce a la desnaturalizacio´n, los reactivos
te´rmicamente excitados sobrepasan una barrera de energ´ıa, ∆Ea, para formar los productos.
En este contexto, la energ´ıa del sistema se distribuye entre un agregado de mole´culas en
colisio´n, de tal modo que la distribucio´n de la energ´ıa total es la misma que la de la energ´ıa
cine´tica. Por lo tanto, si la concentracio´n total de mole´culas que pueden reaccionar, [M∗], se
escribe como el producto de la concentracio´n total de mole´culas presentes [M ] y la fraccio´n
que tiene una energ´ıa mayor que ∆Ea, de acuerdo a la distribucio´n de Maxwell-Boltzmann,
la tasa de formacio´n de productos estara´ dada por:
−dM
dt
= [M ]A exp
(
−∆Ea
RT
)
, (C-2)
donde A (s−1) es el factor de frecuencia, ∆Ea (J mol−1) es la energ´ıa de activacio´n, R (J
mol−1 K−1) es la constante universal de los gases y T (K) es la temperatura. As´ı, asumiendo
una reaccio´n de primer orden, la ecuacio´n 1 conduce a la ley de Arrhenius:
r = A exp
(
−∆Ea
RT
)
(C-3)
D. Anexo: El me´todo nume´rico de l´ıneas
El me´todo nume´rico de l´ıneas (MELIN) es un procedimiento que permite obtener la solucio´n
de ecuaciones diferenciales parciales convirtie´ndolas en un conjunto acoplado de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO). Este me´todo nume´rico, que constituye una te´cnica eficiente
para solucionar ecuaciones diferenciales parciales de evolucio´n [19], consiste en la discretiza-
cio´n de la parte espacial de las coordenadas y convierte la ecuacio´n diferencial parcial y sus
fronteras en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) acopladas. El sistema
EDO que reemplaza el problema de la ecuacio´n diferencial parcial y sus fronteras se integra
por te´cnicas esta´ndar, por lo cual se hace indispensable el planteamiento del problema como
un problema de valor inicial.
Para ilustrar la aplicacio´n del me´todo se considera la formulacio´n de un problema de dis-
tribucio´n planteado como una ecuacio´n diferencial parcial unidimensional de difusio´n lineal
[4]
∂u
∂t
= α2
∂2u
∂x2
para x ∈ (0, l), t > 0, (1)
con condiciones de frontera
u(0, t) = 0
∂u
∂x
∣∣∣∣
x=l
= 0 (D-1)
y condicio´n inicial
u(x, 0) = c. (D-2)
Para encontrar nume´ricamente la solucio´n de este sistema utilizando el me´todo de l´ıneas, se
comienza por discretizar la variable x en intervalos equidistantes de longitud ∆x considerando
una particio´n de N divisiones a lo largo del eje x y designando la funcio´n u en el punto i de
la particio´n como
u(xi, t) = ui(t) = ui, (D-3)
de tal modo que u en todos los puntos es u1, u2, ..., uN+1.
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Teniendo en cuenta que u es constante respecto a la variable espacial xi,
∂ui
∂t
∣∣∣∣
xi,t
=
dui
dt
, (D-4)
al discretizar la segunda derivada espacial usando diferencias centradas (mediante la fo´rmula
de tres puntos), la ecuacio´n (1) puede escribirse como
dui
dt
= α2
ui+1 − 2ui + ui−1
(∆x)2
i = 2, 3, ...N
que representa un conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias.
La funcio´n u en los puntos i = 1 e i = N +1 requiere un tratamiento especial ya que en tales
puntos es necesario satisfacer las condiciones de frontera. Para el punto i = 1, la funcio´n es
fija y segu´n (2) su valor es 0, por lo cual u1 = 0.Para la frontera x = l, que corresponde
al punto i = N + 1, se puede expresar la derivada espacial por medio de diferencias finitas
regresivas y as´ı conservar el mismo orden de aproximacio´n (O (∆x)2):
∂u
∂x
∣∣∣∣
x=l
=
∂uN+1
∂x
=
duN+1
dx
=
3uN+1 − 4uN + uN−1
2∆x
. (D-5)
Teniendo en cuenta que esta derivada es cero, se puede hallar el valor de la funcio´n u
expl´ıcitamente en la frontera x = N + 1 como:
uN+1 =
4uN − uN−1
3
. (D-6)
As´ı, encontrar la solucio´n nume´rica de la ecuacio´n diferencial parcial (1-3) es equivalente
a solucionar nume´ricamente el sistema acoplado de ecuaciones diferenciales (4) sujeto a la
condicio´n inicial ui(t = 0) = c (i = 2, 3, ..., N).
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